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17.
Über das Verhalten der Gamma-Functionen zu den
Producten äquidifferenter Factoren.
(Von Herrn Prof. Dr. M. Ohm zu Berlin.)
§· l·
Wir nehmen als Definition der Gamma-Function die Gleichung
~· d
in welcher wir stets positiv (ganz oder gebrochen) voraussetzen.
Ist positiv ganz, so findet sich durch theilweise Integration unmittelbar
. = 1-2-3.. . .0 —1), s o w i e L\ = l und J\ = 1.
Ist aber a? gebrochen, so verhält sich die transcendente Gamma-Func-
tion zu dem Product äquidifferenter Facloren, wie sich die (transcen-
dente) Exponential-Function ey zu dem Producte gleicher Factoren verhält; —
und wie wir von der Betrachtung eines Productes gleicher Facloren ausgehen,
um nach und nach zu den (transcendenten) Exponeniial-Functionen und deren
Eigenschaften zu gelangen, so ist es naturgemäfs, von den Producten äqm-
differenterFaclovQn auszugehen, um in ihren Gesetzen, auch die Grundgesetze
und die wesentlichsten Eigenschaften der Gamma-Funclionen bereits ausge-
sprochen zu erblicken.
§. 2.
Wir definiren nun
HL anlr = a(a~\-r)(a-\-2r).. .. (#~f (n— l)-r),
wo n positiv ganz gedacht ist, nennen en|r eine ganze Factorielle, so wie a
die Basis, n den Exponenten und r die Differenz derselben, und wir ziehen
aus dieser Definition die Folgerungen
V. em+n|r = ö^'Xfl-f mr}^r = «w | r - ( t f - f f l r )w | r ,
"\7"T fmin—n\i' _ ______________—__·_____«_«___
VIL ~F = (e+»^)m·1111·;
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so wie (aus (V.), wenn a-\-nr = & gesetzt wird)
(wo aber alle Exponenten als positiv ganz vorausgesetzt werden, namentlich
also auch "~a );
r / 7 I rTTL
IX. «-" = -A"«,
also auch
/ V»ll j(a:r)+m-l|l
IX.*. an*r = r-.f — J = r"·1
 r , ,„ ,\ r / |. («:'·)— l U '
durch welche letztere Gleichung die Factorielle a™lr auf den einfachsten Fall
derselben, wo die Basis und die Differenz gleichmäfsig der Einheit gleich sind,
zurückgeführt sich sieht.
In allen diesen Gleichungen setzen wir aber die Exponenten positiv
ganz voraus, damit wir es überall nur mit Producten äquidifferenter Factoren
zu thun haben.
§. 3.
Nun aber nimmt man die Gleichung (VI.) als Definition der Differenz-
Factorielle #m~w|r, deren Exponent m — n eben so gut positiv als auch negativ
ganz gedacht wird, eben so gut Null als 1. — Man untersucht aber mit Sorg-
falt und findet zu Folge dieser Untersuchungen, dafs für diesen erweiterten
Begriff der Factorielle | die Formeln (IV. — IX.) noch gelten, obgleich jetzt
die Factoriellen Quotienten aus Producten äquidifferenter Factoren vorstellen. —
Die Exponenten dieser Factoriellen sind also jetzt positive oder negative
ganze Zahlen, oder Null; die Basis und die Differenz einer jeden ist aber
beliebig, reell oder imaginär.
In der Formel (VI.) steckt aber nun noch
X.
 a
1|r
 = a;
XI. au|r = l ;
XTT fr~"\r -. - _ * .-. . . . _ * _(a — nr)n\r (a_r)«l-r ·>
während n selbst beliebig positiv oder negativ ganz oder Null ist. Endlich
ist auch noch für diese allgemeinere Factorielle:
XIII. «m|() = am,
so dafs die Gesetze dieser Factoriellen in die Gesetze der Potenzen (mit po-
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sitiven oder negativen ganzen oder Null-Exponenten) bergehen, so oft man
die Differenz r, = 0 setzt.
§. 4.
Hierauf nehme man aus der (II.) und der (IX. 6.) diese drei Definitionen:
XIV. l"1 = r1+e d. h. =y V*.*'.rf* =/1(log4-)C-rf*,
0 0 *
wo 1-j-c positiv gedacht ist;
XV. α+c* —
 Γ ,
-* α
wo a und a-\-c positiv gedacht sind, und welche die (XIV.) in sich schliefst,
XVI. a* = r'.-φ^,
-/ (a:r)
wo r und α und \-c positiv gedacht sind, w hrend c beliebig ganz oder
gebrochen sein soll. — Im letztern Falle nennt man die Factoriellen gebrochen.
So wie aber diese Begriffe festgestellt sind, mufs sogleich wieder eine
Untersuchung angestellt werden, und diese lehrt, dafs die vorhergehenden
Formeln (V. — XII.) f r gebrochene Factoriellen ebenfalls noch gelten, welche
reelle Werthe auch die Buchstaben nur immer vorstellen, wenn nur die Be-
dingungen der Existenz dieser gebrochenen Factoriellen erf llt sind, — dafs
aber die (IX.) r» n mlich
nur dann gilt) wenn h positiv ist und hm ihren positiven Werth vorstellt;
w hrend von der (IV.) deshalb zur Zeit in Bezug auf gebrochene Factoriellen
keine Rede sein kann, weil bis jetzt bei den gebrochenen Factoriellen nur
positive Differenzen vorausgesetzt worden sind.
§. 5.
Um nun aber auch Factoriellen mit beliebig grofsem negativem Expo-
nenten zu haben, nehme man aus der (V.) als Definition
. ' τρ ,
* (o:r)+y
nachdem man sich v positiv ganz und grofs genug gedacht hat, dafs, wenn
auch α und c beliebig grofs und negativ sein sollten, doch—\·ν und —(-f-fr
stets positiv werden, w hrend die Differenz r immer nur positiv vorausgesetzt wird.
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Dann aber untersucht und findet man aufs Neue, dafs alle vorhergehen-
den Formeln für diese jetzt ziemlich allgemeinen Factoriellen auch noch gelten,
jedoch die (IX.) wiederum nur, wenn h positiv ist und die Potenz hm ihren
positiven Werth vorstellt. — Von der (IV.) endlich kann jedoch für ge-
brochene Exponenten wiederum zur Zeit deshalb noch nicht die Rede sein,
weil wir bis jetzt noch keine weitern Factoriellen kennen, als solche, die nur
positive Differenzen haben. — Die Exponenten und Basen können dagegen
beliebig reell gedacht werden.
§. 6.
Endlich nehmen wir die Gleichung (IV.) als Definition der gebrochenen
(oder ganzen) Factorielle mit negativer Differenz (indem wir in (IV.) a— (n—l)r
statt a schreiben). — Nachdem diese letztere Definition noch hinzugekommen,
hat aber die Factorielle ac|r jedesmal eine völlig bestimmte Bedeutung, sie hat
jedesmal einen bestimmten einzigen und reellen Werth, wie auch a und r und c
beliebig reell gegeben sein mögen *).
Untersucht man aber, so findet man auch in Bezug auf die letztere
Definition, dafs alle vorhergehenden Formeln, die nicht ihrer Natur nach ganz
specielle sind, für alle Factoriellen gelten, während alle vorkommenden Buch-
staben beliebige reelle Werthe haben, mit Ausnahme der (IX.), die nur gilt,
wenn h positiv ist und hm positiv genommen wird **).
§. 7.
Ist v positiv ganz, c aber wie« beliebig reell und endlich, so nähert
Be-
sieh der Quotient , ^ der l desto mehr, je gröfser v gedacht wird, und( -v)
man hat
XVIII. , f... = l für v == +00.(a+D)<|i T-
Für ganze Werthe von c fällt die Wahrhe't dieser Behauptung in die Augen;
und für gebrochene Werthe von c ist, wegen
A /~ \ „Acll , -*«H
*) Dafs sich immer in den besondern Fällen der Anwendung die Fälle als Aus-
nahmsfälle ausscheiden, in welchen Ausdrücke vorkommen, welche die Form -j- annehmen,
versteht sich von selbst.
**) Dafs Kfamp diese Formel (IX.) für allgemein wahr hält und sie auch anwendet,
wenn h negativ ist, kann man als die Hauptquelle der Widersprüche ansehen, in welche
er sich in seiner „Analyse des refraclions astron. et terrestres 1799" verwickelt sieht.
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noch
»-./v-
vc · . , „ *^2.
/"
Nun hat man aber für i/ = -|-<x>9 e~z = (l — —j, weil beide Seiten einerlei
Logarithmen geben , wenigstens für jeden endlichen Werth von z, und weil
für % = ^ beide Seiten unendlich klein werden. Und da ferner der
aggregirende Theil der beiden Integrale zur Rechten, der noch hinzutreten
mufs , wenn solche zuerst von & = 0 bis £ = i/, dann aber noch von z = v
bis zu jedem noch gröfsern Werth von z genommen werden, für ^=oc offen-
bar der Null gleich sind, so kann man statt der obern Grenze oc der In-
tegrale jedesmal^ schreiben (wenn */ = -|- <x> ) , so dafs die Gleichung (2,)
dadurch übergeht in
vc
 ' /"T1— — V·*0*"-1 · dr
vc ./ \ V /3
- =
z
oder, wenn man — ==# setzt:
/
l(l—x)
4.
(1-
für i/ = 4- oo. — Dafs aber das Verhältnifs (der Quotient) dieser letztern bei-
den Integrale desto näher der Einheit rückt, je gröfser v gedacht wird, und
für i/ = -f oo der Einheit unendlich nahe kommt, ist unschwer zu erkennen.
A n m e r k u n g . Aus diesem Satze folgt noch
l
VT V 0'+" (f
.1 . c* — f* >
so lange a positiv ist. — Denn es ist
e<ir = rc
folglich auch
4- = (-)X~) =^,
wenn — = v gesetzt wird. Weil nun aber v positiv unendlich grofs wird, so
oft = ^ -— und a positiv gedacht wird, so folgt das Behauptete.
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Man findet aber auch noch
XIX.*. «*H" = a%
wenn nur a positiv und endlich ist.
Denn es ist al" = (a — (c— 1) ·— Y l+^=(a — (c — 1)·— = ac.
V OO/ \ v ' OÜ/
Deshalb kann man annehmen, dafs die (XIII.), nämlich aw|ü = 0% auch
noch für jeden gebrochenen reellen Werth von m gilt, so /aft^e nur a positiv ist.
§. 8.
Die Gleichung (V.) giebt daher für r = l:
wo a und c beliebig reell gedacht sind. — Für a = l geht diese Gleichung
über in
XXI. l* = -j-LLp..,* für ^ = +oc,
wo c beliebig reell gedacht ist*).
Multipliciren wir in (XX.) rechts Zähler und Nenner mit r% und die
Gleichung selbst mit rc, und setzen wir r positiv voraus, so ergiebt sich,
wenn noch — statt a gesetzt wird (nach IX.):
XXII. a*r = — - , ( r r y für v = -f
--cr
vlr· ^ ' oo
dagegen ist, wenn wiederum r positiv, also — r negativ gedacht wird,
XXIII. a*- =
 (a+~^rlr .(vr)· für y = +^,
welche Formel mittelst der (IV.) aus der (XXII.) unmittelbar hervorgeht.
A n m e r k u n g . Man begreift übrigens, dafs man von diesen letztern
beiden Gleichungen als Definition der gebrochenen Factoriellen mit positiver,
dann auch mit negativer Differenz, hätte ausgehen können. Dann würde sich
aus diesen Definitionen die Gültigkeit der Formeln (IV. — XVII.) haben ab-
*) Diesen Ausdruck zur Rechten in (XXI.) hat Gaufs in der Abhandlung vom
Jahre 1812: „Disquis. gener, circa seriem infinitam etc." im 2ten Bande der Göttinger
Commentarien durch üc bezeichnet. Es ist also JJC völlig identisch mit l*!1, aber all-
gemeiner als ri+cj so lange wir unter Fc nichts anderes als das bestimmte Integral in
(I.) verstehen, weil Üc nur dann = Ji-fc ist» wenn c zwischen —l und liegt, wäh-
rend lcl1 oder IIC für jeden ändern negativen Werth von c auch seine Bedeutung hat.
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leiten lassen; aber auch da würde man gefunden haben, dafs die (IX.) nur
gilt, wenn k und hm positiv sind. — Wir werden diesen bessern Weg bei einer
ändern Gelegenheit (in einer eignen Schrift) nachweisen. —
§. 9.
Das Verhältnifs (der Quotient) j^· zweier Factoriellen, welche densel-
ben Exponenten und dieselbe Differenz haben, läfst sich auf 8 verschiedene
Arten unmittelbar so umformen (wenn man die (VIII.) und dann auf jede der
4 Factoriellen die (XIII.) und die (IV.) anwendet), dafs immer Zähler und
Nenner dieselbe Differenz und denselben Exponenten haben, aber mit allen
Combinationen der Vorzeichen. Man hat nämlich:
a
c\r _ (6 — r)--6'l-r _
(a— rJ-^F7
)(a-*);rjr _ (fr „
 r)(6-a)tr|-r
Wenn man sich diese 8 Umformungen wohl einprägt, so wird man bei dem
Rechnen mit Factoriellen kaum mehr Schwierigkeiten begegnen.
§. 10.
Der Haupt -Eigenschaft der Factoriellen, welche in der Gleichung (V.),
nämlich in der Gleichung
oder (für r — l und a=l, desgleichen c — l statt c)
«0 ^|l = iS!r-(l + ^ 1
ausgesprochen ist, kann man sich nun, wenn c gebrochen, v aber ganz ge-
dacht wird (beide aber positiv oder negativ) bedienen, einmal
um gebrochene Factoriellen in ganze auszudrücken, wie solches (§. 8,
XX., XXII. und XXIII.) geschehen,—
dann aber auch
um ganze Factoriellen in gebrochene auszudrücken, also auch m Gamma-
Functionen (nach §. 5. XV. und XVI.).
Dies letztere ist nun die Quelle der wichtigsten Eigenschaften
der Gamma -Functionen.
Jede einfachste Wahrheit nämlich, die durch eine Gleichung zwischen
Producten äquidifferenter Factoren ausgedrückt ist, geht dadurch, dafs man die
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ganzen Factoriellen (nach der Formel (O) oder (([)) in gebrochene timformt,
in eine Vergleichung der Gamma-Functionen ber, so lange nur die Bedin-
gungen der Existenz der Gamma-Functionen erf llt sind. — Jede solche ele-
mentarste Wahrheit liefert also eine Eigenschaft der transcendenten Gamma-
Functionen.
Wir wollen dies jetzt an einigen Beispielen nachweisen.
§. ti.
Erstes Be i sp i e l . Es ist bekannt, dafs sich slnan in ein Product
aus unendlich vielen Factoren ausdr cken l fst. Nimmt man das analoge Pro-
duct f r sin#7i, dividirt man beide durch einander und hebt man so viel wie
m glich auf, so erh lt man:
. sin απ avV-(i—a)vll
 f.. ,1
· ^^ = frii.(i-trii fnr * = +«·
Setzt man nun hier herein (nach §. 10. (O) oder nach VIII.) statt der Quo-
av\i (i _ ay\i a&— "Utienten -j-^· und / i— Jyil die ihnen bez glich gleichen Quotienten 6_α|1 ,
/ \a—ll
bedenkt man, dafs weil v = σο die letztern beiden Nen-/ ι \a~b\i
ner (nach §. 7, XVIII.) bez glich die Potenzen vb~~a und vn~~b sind, deren
Product l ist, so erh lt man aus (1.) sogleich
XXIV
-
also auch, im Falle b und a positiv und kleiner als l vorausgesetzt werden,
(nach §.4. XV.):
sin απ ΓΙ>· /1_ b
: — ; — τ= — = - ·
sin υ π J„.Ji_a
Setzt man hier b = a~\-\, so erh lt man
XXVI. lang«:* = Γ '^/*"%
JL a* J- 1— α
wo aber a positiv und <! vorausgesetzt werden mufs.
Und da (nach V. und XI.)
XXVII. e'i1 = «.(α+l)^1 = ac-^.(a-\-c— 1)
ist, so folgt zun chst auch (f r a = i und e positiv)
xxviii. rc+1 = c·/;;
und dann ergiebt sich noch, wenn man die (XXIV.) durch a dividirt und hier-
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auf a — 0 setzt (in so fern - = π wird , f r a = 0)
XXIX. ~^j- = l*-HVl-*|i
smbn '
also auch (nach XIV.)
A. A. — — -. — = 2 A · jT ι ι, .
sm b π ϋ 1~6 '
wenn nur b <c l und positiv ist. — F r = -|- wird
XXXI. π = (/l)2 oder 1\ = j/π.
Und da (nach V.)
jn + e-l)l _. |cw.l|i>cB|i
ist, so folgt hieraus noch (wegen XIV.)
xxxii. i;+c = j'c.c"i';
also auch (f r c = | , wegen XXXI.)
xxxm. rn+J = ±Ly*,
welche Gleichungen besonders dann von Interesse sind, wenn man sich n po-
sitiv ganz denkt, weil dann c"11 und l" |2Producte von n Factoren vorstellen.
Setzt man ferner in der (XXX.) nach und nach statt b erst — , dannV- J
 nl
2 3
 n _ l
— , — etc. etc., zuletzt - , — multiplicirt man alle entsprechenden Gleichun-
gen mit einander und hedenkt man, dafs
. 1 . 2 . 3 . w— l n *Λsm — π-sin — π-sm — π . . . . sm - π — Τ^Γ-Γ *)
n n n n 2n~l J
und
1\ — l
ist, so erh lt man
YYYIV / T . / T . 7 T /' - _ΑΑΛ.1Υ. l ·/ e l · · · · -1 n-1 
n n n
U. s. w. f.
f^
*) Zerlegt man die durch j- ausgedr ckte ganze Function vom n — Iten Grade
«37 -" l
in ihre n—l einfachen Factoren (so dafs jeder Factor durch χ—cos—~π—i«sin— π
n n
vorgestellt ist, unter i die y—l und unter p die ganzen Zahlen l, 2, 3, n—i ver-
standen) und setzt man in der vorstehenden Gleichung l statt x, so erh lt man
AfarTV'j 2^ · · 2!^  Λn = Π [i—cos—ί~π— ι·βιη--—n )·
^=1 \ n n /
Weil aber l—cos—~n = zfsin-ii-u) und sin—ίί-π = 2 sin— π-cos — π ist, so geht
^ \ n ' n n n
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§. 12.
Zweites Beispiel . Man gehe nun von der sehr elementaren Wahr-
heit aus, dafs das Product von 2v Factoren
sich zerlegt in das Product der )/ Factoren #(#-|-2)(tf-j-4)... . (a-\~2v — 2),
multiplicirt mit dem Producte der v brigen Factoren, d. h. also dafs ist
Ί
 Λ2»·|1 fiv\1 f n \\ Vl2i. a — a -(a-f-i)
oder (nach IX.) = (yj'Vx (2±1)'μ. 2';
d.h .
Λ
 c\iv
- =: χ5 .
* 2 / \ 2
dafs also der Quotient zur Linken (in N. 2.), von dem Werthe von α ganz
unabh ngig ist.
Setzt man nun hier herein statt der ganzen Factoriellen, die ihnen nach
§, 10. (C) oder nach (VIII.) gleichen gebrochenen Factoriellen; denkt man
sich gleichzeitig i/ = co, um (nach XIX.) statt der Factoriellen mit unendlich
grofser Basis die Potenzen setzen zu k nnen, so findet sich augenblicklich
3. 2"-1———^n = -77F~r- f r v = °°il ' l ' »va
so dafs auch in (3.) der Ausdruck links, von a ganz unabh ngig ist. Wird nun
hier l statt a gesetzt, so erh lt man mittelst der Gleichungen (XL und XXXI.)
2"12
der Ausdruck unter dem Producten-Zeichen JI, ber in
2 sin — π-isin—Λ-— a'-cos—Λ),M v n /* /
w hrend das Product der n—l eingeklammerten Factoren sin—n — i· cos — π deshalb0
 n n
= 1 wird, weil dies mit dem Producte je zweier, vom Anfange und vom Ende gleich
weit entfernter dieser Factoren der Fall ist; denn sie sind f r μ = r und μ~η — r (weil
sin(^^—£) = sin& aber cos(^—z) = —coss ist) bez glich
. r . r . . r , . r
sin — π — a-cos—π und sin—ίΐ + a-cos — π.
n n n ' n
i f v \
*) Multiplicirt man diese Gleichung mit -^ = (9 r / ) f r v = oc, und quadrirt
man sie dann, so erh lt man (nach XXVII.)
2*12.2*12
' *
Λ s
 i^.3rl2
und dies ist der bekannte Ausdruck des Wallis f r n.
 t
Brought to you by | University of California
Authenticated
Download Date | 6/7/15 1:21 AM
17. Ohm, ber die Gamma- Functionen. 287
Die Gleichung (3.) geht daher ber, wenn man noch 2« statt a setzt, in
ja— 111. l a— 1|1R 02fl,-l * ' '* 2| /
Ο. Λ --
 42a~l|i - = P*
und, wenn a positiv (nach XIV.), in
XXXV. Γα.Γβ+| = JVa-*"^,
welche Gleichung ebenfalls eine bekannte Eigenschaft der Gamma-Functionen ist.
§. 13.
Dri t tes Beispiel. Man gehe von derselben Eigenschaft der Producte
qidifferenter Factoren aus, welche aber jetzt in der allgemeinern Gleichung
ausgesprochen ist (n mlich, dafs sich solche Producte durch Versetzung ihrer
Factoren am Werthe nicht ndern) und reducire (nach IX.) die Factoriellen
mit der Differenz n auf solche mit der Differenz l, so dafs die Gleichung (1.)
tibergeht, wenn man gleichzeitig na statt b schreibt, in
—
 11
_
vii f ι * Y'V . 2Υμ ( ι »  1«*»-(«+-) .(.+ _) ....(,+_
2
Substituirt man nun hier herein wiederum statt der ganzen Factoriellen
(nach §. 10. (C) oder nach VIII.) ihre Ausdr cke in gebrochene Factoriellen,
so ergiebt sich , wenn gleichzeitig v = oo gedacht wird , augenblicklich
so dafs der Ausdruck links, von a unabh ngig wird. Ist nun a positiv, so
geht dieser Ausdruck zur Linken ber in
Γα·Γ ι·Γα | 2 . . . . Γ t .-ι
4. >nna. - - η**. " P ,
·*· na
so dafs dieser letztere auch von a unabh ngig ist. Weil solcher aber nachl(XXXIV.) f r a = — den Werth (2^)*(lt""1}.}/n annimmt, so folgt hieraus
•\r\r-\r\rj τ^ τ* ~ιη "Γ* Γ Τ /w—ia+i /Ο τ»ΛΚη·-"1)XXXVI. ^ « * ^ a JL „ !"" α η""1 ==:= π«*η Τ2·(^^7ι ',
n « n
in welcher Formel die (XXXV.) (f r w = 2) als ein besonderer Fall ent-
halten ist.
37*
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Anmerkung . So sehen wir diese bekannten, aber bis jetzt ziemlich
isolirt stehenden Eigenschaften der Gamma-Functionen, in einer so vernunft-
nothwendigen organischen Gliederung erscheinen, dafs sie nun als vollkommenes
Gemeingut der ersten Elemente des Calculs angesehen werden k nnen. — Diese
letztere Behauptung rechtfertigt sich aber noch mehr, sobald man folgendes
noch erw gt:
A. Die Formel
1. bnc{l = 64η·β-\-ΐγΐη·(6-\-2γι*....(6-\-η—ΐγΐη
und nat rlich auch der besondere Fall von ihr, wo n = 2, n mlich
2. b*c = *42.(*-{-l)'i2,
von welcher (oder von welchen) wir, indem wir c wie n, positiv ganz uns dach-
ten, in den beiden vorhergehenden Paragraphen, als von der einfachsten Eigen-
schaft der Producte ausgegangen sind, — gilt (oder gelten) auch noch, wenn c
beliebig reell ist (ganz oder gebrochen, positiv oder negativ), wie die
Anwendung der Formel (XXII.) unmittelbar auf das berzeugendste erken-
nen l fst.
B. Diese Formeln (1. und 2.), f r gebrochene Werthe von c aufge-
fafst und f r δ = l, sind nichts anders als eben diese zwei zuletzt erw hnten
Eigenschaften der Gamma-Functionen, wie solche in den Formeln (XXXVI.
und XXXV.) zu finden sind. Die (1.) geht n mlich, sobald man a statt c
setzt, sogleich (nach XV.) ber in
Γα- Γ ι 'Γ 2 · · · · Γ „_ιτ-·
 a-{ a-\ , α+
•*"er ηα-ό η η η
C. So wie also z. B. in der Eigenschaft
am+n _ am.an
der Producte gleicher Factoren, sobald man sich m und n gebrochen denkt,
eine Eigenschaft der Wurzeln ausgesprochen ist, — dieselbe Gleichung aber
Eigenschaften der Sinus und Cosinus ausdr ckt, so oft man sich m und n
imagin r und von der Form o?·}/—l und sr-j/—l denkt und a==e nimmt, —
eben so dr ckt jede einfache Gleichung zwischen Producten quidifferenter
Factoren, sobald man sie in Factoriellen-Zeichen schreibt, und statt der
(anf nglich ganz gedachten) Exponenten nun gebrochene Zahlen sich denkt, —
gleichzeitig Eigenschaften der Gamma-Functionen aus.
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Dafs aber dieselbe Formel, die für ganze Exponenten gilt, auch noch
für gebrochene Exponenten wahr sei, — mufs natürlich jedesmal besonders
nachgewiesen werden.
Wir wollen nun noch einige andere Betrachtungen anstellen.
§· 14.
Setzt man in die Gleichung
statt der Potenzen die, ihnen gleichen, nach ganzen Potenzen von fortlau-
fenden Binomialreihen, — multiplicirt man die beiden Reihen zur Linken, und
vergleicht man mit einander die Coefficienten der wten Potenz von x, so er-
hält man eine Vergleichung der Binomial -Coefficienten, welche, wenn man
mit 1·2·3·4 — n (welches Product wir der Kürze wegen stets durch n! be-
zeichnen wollen) multiplicirt, zu einer Vergleichung zwischen Factoriellen mit
der Differenz — l führt, die aber in eine Vergleichung zwischen Factoriellen
mit der beliebigen Differenz r übergeht, sobald man die Gleichung links und
rechts mit ( — r)n multiplicirt und, da es lauter ganze Factoriellen sind, die
Formel (IX.) in Anwendung bringt.
Die so erhaltene Gleichung ist dann folgende:
>.=
XXXVII. (a4-by\r = SfaaT^-W},
6=0
wo n(), w l 9 n^ %, .... Wj, . . . . die Binomial -Coefficienten der fiten Potenz
irgend eines Binomiums vorstellen. Dies ist der sogenannte binomische Lehr-
satz für Factoriellen, der für r — 0 in den gewöhnlichen binomischen Lehr-
satz für Potenzen, übergeht. — In dieser Gleichung (XXXVII.) sind a und b
ganz beliebig reell oder imaginär gedacht, aber n positiv
*) Für r = l und b, so wie a positiv, geht dieser Satz (nach XV.) über in
r ~\ + +w *?V jH/-f »-.&'/i+A(- .) —- = 2» i w j -- r~~r - y*
/ + *=< -lb '
Zu derselben Gleichung wird man aber auch geführt, wenn man von dem Enler sehen
Integral erster Classe
)& = r
i
x^
l(i — x)b-^djc
0
ausgeht, die Differential -Function zur Rechten aber mit
multiplicirt. Man erhält dann sogleich
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So wie mau sich n nicht positiv ganz denkt, wird die Reihe zur Rechten
(XXXVII.) (wenn nicht etwa b ein entgegengesetztes Vielfaches von r sein
sollte, oder n negativ ganz und a ein directes Vielfaches von r) eine unend-
liche, da die Beschränkung 6 = n nun wegfallen mufs; und es fragt sich nun,
ob diese unendliche Reihe
(ß.) . . . -T(fVe"-6l'·.«*!'·),
wo 6 nach und nach 0 und alle positiven ganzen Zahlen vorstellt, — noch
immer der Factorielle (n-|-i)"|r gleich sein wird, wie dies dann der Fall ist,
wenn man n positiv ganz nimmt (weil dann die Binomial-Coefficienten fi&
alle der Null gleich werden, so oft %^>n genommen wird, so dafs die un-
endliche Reihe (ß.) sich nun auf die endliche der (XXXVII.) reducirt). —
Wir werden aber finden:
1) dafs diese unendliche Reihe (U.) wirklich allemal =(a-\-b^r ist, so oft r
negativ ist und die Reihe convergent, — welches letztere allemal und nur dann
der Fall ist, wrenn gleichzeitig mit der Differenz r auch r — a — b negativ ist;
2) dafs dagegen dieselbe unendliche Reihe (fi.)
. a
sin — , \\-n)n
'
. . a+b
sin l -- \- ) ·8 — · —
r
f a , \
\ r ' /
sein wird , so oft r positiv ist, und wenn die unendliche Reihe (jR.) convergirt,
welches letztere allemal und nur dann der Fall ist, wenn zugleich mit r auch
r — a — # positiv sich findet.
Dieser letztere Ausdruck zieht sich aber auf seinen ersten Factor (a-\-b}"\r
allemal zurück, so oft n positiv oder negativ ganz ist, oder b ein positiv
oder negativ Vielfaches von r.
Die folgenden Paragraphen sollen dies alles aufser Zweifel stellen.
also für n = l, 2, 3, etc.
U. S. W.
Und diese Gleichung (l?.) geht sogleich in die vorhergehende Gleichung Oi.) über,
sobald man die Eigenschaft der Function zu Hilfe nimmt, nach welcher
ist.
Von der Gleichung (1 .) ausgehend, kann man also auch den binomischen Lehrsatz
für Factoriellen erhalten, welches Verfahren jedoch nicht zu rühmen sein dürfte.
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§. 15.
Stellen wir uns zunächst die Aufgabe:
Die Summe der unendlichen Reihe
in dem Falle zu finden, in welchem sie eonvergent ist *).
Man hat nach den vorher entwickelten Formeln, namentlich aber nach
den wichtigsten derselben, nämlich nach der (V., VI. und XII.)
l. an~*lr = anlr· (a -j- n r)~&|r = ·
6
 -j-,
also wird die Reihe (/Z.) so:
3. R = fflr-^(^^—7 -1I__J)
v b! (—a—(n—1)· )6 /7
oder, wenn man rechts Zähler und Nenner durch r5 dividirt, dabei die Formel
(IX.) anwendet (welches, da b positiv ganz oder Null ist, geschehen kann)
und noch
b n a , ..4. —n = a; — = ß* so wie (n—l)=y
' r ' '
 r \ * /
setzt,
>- _.!tl1 -üfilK
5. R
Nun ist aber diese letztere unendliche Reihe genau die von Gaufs in der oben
bereits angeführten Abhandlung (1812) behandelte, und wir wissen aus dieser
Behandlung, dafs sie nur dann, aber dann auch allemal convergent ist, so oft
— a — d.h. l — a ' oder -— positiv ist, also wenn r mit r — a — b4-b , r — a—b—!— 0(j r
r r
entweder zugleich negativ, oder zugleich positiv ist.
§. 16.
Suchen wir nun die Summe
6. Sy der unendlichen Reihe
*) Warum man hier (wie allemal, wo von Werthen die Rede ist, welche für specielle
Werthe eines Buchstaben dadurch hervorgegangen sind, dafs man etwa —· = 0 oder dergl.
gesetzt hat) die Bedingung der Convergenz stellen müsse, die aufserdem sehr über"
flüssig ist, geht aus pag. 20 N. 23. des „Geistes der Diff. und Integral-Rechnung etc.
Erlangen 1846." hervor.
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Da diese Summe dem allerersten Gliede l der Reihe sich desto mehr n hert,
je gr fser γ gegen a und β ist, so kommt alles darauf an, 8γ in Sy+1 aus-
zudr cken, um mittelst dieser Relation auch Sy in SY+„ ausdr cken zu k nnen,
w hrend 8γ+ν = l wird f r v = oo. — Man thut aber gut, statt der unendlichen
Reihe stets eine Reihe von μ Gliedern zu nehmen, f r diesen Fall die Rechnungen
zu machen, und zuletzt erst μ = oo sich zu denken, um mit der Convergenz der
Reihen nicht Schwierigkeiten zu haben, w hrend die endlichen Reihen, wenn
man sich der so h chst einfachen „Theorie der combinat. Aggregate" bedient, wie
solche im 2ten Theile des „Versuchs eines etc. etc, Systems der Mathematik,
2te Auflage," entwickelt steht, dann genau dieselben bequemen Rechnungen geben,
wie wenn die Reihen unendliche sind. — Wir wollen uns jedoch hier dieses
Rechnungsvortheils begeben, bekommen aber dadurch an einer Stelle die Diffe-
renz zweier unendlichen Reihen, die beide unter den gemachten Voraussetzungen
nicht nothwendig convergent sind. Der geneigte Leser wolle also, im Falle sich
ihm Bedenken ergeben sollten, die Rechnungen mit endlichen Reihen wiederholen.
Man findet, indem die Glieder der Reihe Fa, 9Y mit γ — a — l =
) — 1) — (a-j-fe) multiplicirt werden, zun chst
und, wenn man hier γ — i statt γ und — i statt a, so wie a statt β schreibt,
und wenn man bedenkt, dafs die beiden erstem Elemente in l?1 stets mit einander
vertauscht werden k nnen,
Q 7 - β - l El _ E*
e
. γ — 2 -- J «> / S - 1 >y~ 1 - • a - l , 0
folglich, wenn man diese beiden Gleichungen mit einander multiplicirt,
Q (?-*-*)(?-/>-<) κ* — κ ι
- ~
Λ J
Ferner findet sich, wenn man die (6.) mit _^ multiplicirt, und das Product
von der (7.) subtrahirt,
Wird nun in (9.) y-j-1, statt γ gesetzt, und das Resultat mit der (10.) ver-
glichen, so findet sich noch
\Λ ™ _ (r— *)·(?— ) EIA 1
- ^e,fty —
 γ.(γ_α_β) '^«»Ay+ii
welches die wichtige von uns gesuchte Relation ist.
Setzt man nun in sie statt γ nach und nach γ<\· l, ^ + 2, » . . . γ·\-ν—\,
und multiplicirt man die entstehenden Gleichungen alle mit einander und mit
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der (11.) , nimmt man zuletzt i> = oo, damit Fa jAy+y=l wird, so hat man
12. F.,e„ oder 8,-^'Wj-jp f r , = oo.
Diese ganzen Facto riellen kann man nun aber nach §. 10. (O) oder
nach (VIII.) sogleich wieder in allgemeinere Factoriellen umformen , und man
findet dann ohne Weiteres
xxxvmA Vlll.
Dies Resultat in die (5.) substituirt, und wenn statt a, β, γ wieder ihre
Werthe aus (4.) gesetzt werden, giebt dann unsere gesuchte Reihe ( .)r> n mlich
1
 Λ
 η *
XXXIX.
welches in «//ew F llen, wo r mit r — a — b einerlei Vorzeichen hat, die
Summe der vorgelegten (convergenten) Factoriellen- (Binomial-) Reihe ist.
§. 17.
Ist nun
1) r negativ, also — r positiv, so kann man in dem zuletzt gefundenen
Ausdrucke, Z hler und Nenner mit ( — r)n multipliciren und die Formel
(IX.) anwenden, und dann geht sogleich
XL. J£(nb.0"~->M^) = (e+ )"«r
hervor.
Ist dagegen
2) r positiv, so gilt dieses Verfahren nicht mehr (weil die (IX.) nur gilt, so
lange das dortige h positiv ist) und man kann dann die (XXXIX.) so schreiben :
*) DaCnachVIL) (γ- <*)*<*= .^^  und (y_« — «U = ^ qj^p ist, so kann
man die so eben gefundene Summe auch so schreiben:
und dies stimmt genau mit dem von Gaufs in der angef hrten Abhandlung f r dieselbe
Summe gefundenen Ausdruck
· ΙΙγ—β—1
berein.
Sind y, y — α und y— β auch noch positiv, so geht dieselbe Summe nach §. 4. (XIV.
oder XV.) ber in r .r *
*V*y-*-fi .
Γγ-α'Γγ-β
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 4. 38
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d. h. (nach IX.) = (
oder (nach XXIV.) a
sin —
.)
XLI. ·
. . „f
sm( -- · — s — «\ r
Alles dieses ist aber im §. 14. behauptet worden und nun strenge erwiesen.
§. 18.
Namentlich ist also (für r = — l und r = -j-l)
XLII. - «"-»»1.^1) = ( +*)" 1
für jeden beliebigen reellen Werth von n, wenn nur, der Convergenz wegen,
l positiv ist; und ferner ist noch
XLIH.
für jeden beliebigen reellen Werth von n, wenn nur, der Convergenz wegen,
i —
 a — b positiv ist, — Dieser Ausdruck zur Rechten ist aber wieder von
(«-j-*)n|1 nicht mehr verschieden, so oft h oder n positiv oder negativ ganz ist.
Diese Resultate (XLI. und XLIII.) irgend wo bereits gesehen zu haben,
erinnern wir uns nicht. — Kramp hält die Gleichung (XL.) noch für allge-
mein wahr, eben sowohl für negative wie für positive Werthe von r, welches
jedoch, wie wir so eben gesehen haben, ein Irrthum ist. — Gaufs endlich hat
in seiner, oben angeführten trefflichen Abhandlung nur die einfachste Facto-
rielle lc|1 betrachtet, und diese nur aus dem Gesichtspuncte einer transceadenten
Function JJL. von c. Von diesem Standpuncte aus konnte der binomische Lehr-
satz für Factoriellen gar nicht in Untersuchung kommen, obgleich das Material
dazu auch in dieser irtfw/i'ischen Abhandlung nicht vergebens gesucht wird,
sobald man nur dazu den einfacheren und freieren Standpunct erwählt hat.
§. 19,
Zu den einfachsten Mitteln bestimmte Integrale auszuwerfen, gehört
noch immer die Umformung der Differential -Funktion in Reihen, die nachfol-
gende Integration dieser letzteren zwischen den vorgegebenen Grenzen, und
die endliche Summation der gewonnenen Resultate, um das Endresultat wie-
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derum in endlicher Form zu erhalten. — Aus diesem Gesichtspuncte haben
Kramp (1799) und Gaufs (1812) in den oben angeführten Abhandlungen eine
Anzahl bestimmter Integrale, der erstere in die Binomialreihe für Factoriellen,
der letztere in die von ihm behandelte Reihe (" '^ ) (auf welche sich die
erstgedachte Binomialreihe zurückführen läfst) ausgedrückt, während bei beiden
die Summation dieser Reihen zu gebrochenen Factoriellen führt, nur dafs sie
Gaufs weder so nennt, noch so bezeichnet, als Kramp es gethan. — Wir
berühren dies hier nur als etwas bekanntes, heben aber besonders hervor,
dafs auf diesem Wege eine gröfsere Anzahl bestimmter Integrale in ge-
brochene Factoriellen also auch in Gamma-Functionen ohne Weiteres sich
ausdrücken läfst, und daß deshalb die Theorie der Factoriellen auch
die wichtigsten Eigenschaften jener neuen Transcendenten in sich
schliefst, also %. B. auch die Eigenschaffen des von uns oben durch
 h
bezeichneten EU l er'sehen Integrals Her Klasse l x*~\\—x)6~l*dx.
Auch die numerische Berechnung der Gamma-Functionen entwickelt
sich am einfachsten und naturgemäfsesten, wenn man sie aus dem Gesichts-
puncte der Factoriellen betrachtet.
Wir wollen jedoch dies alles, wie so vieles, was sich noch daran an-
reiht, hier nicht weiter verfolgen, sondern eine ausführlichere Behandlung einer
eigenen Schrift aufbewahren. Unser gegenwärtiger Zweck ist erreicht, wenn
diese kleine Abhandlung beiträgt, das Vorurlheil zu entfernen, nach welchem
die Behandlung der allgemeineren Factoriellen, als aggregirender Bestandteil
der Elemente der Analysis deshalb erlassen werden könne, weil sich alle
Factoriellen auf die einfachste derselben lc|1 oder Uc zurückführen lassen,
d. h. auf eine Function eines einzigen Veränderlichen. — Mit gröfserem Rechte
könnte man aber dann aus den Elementen auch den Gebrauch der Potenz x*
entfernen, weil sich alle Potenzen auf die natürliche ey zurückführen lassen,
d. h. auf die Function eines einzigen Veränderlichen, in so fern e als Basis
der natürlichen Logarithmen ein bestimmter Ziffernwerth ist.
Je mehr die Wissenschaften mit der Zeit aus einander gehen und sich
vereinzeln, desto mehr thut es Noth, dafs von Zeit zu Zeit der Versuch ge-
macht werde, ob sich nicht das scheinbar Vereinzelte und Getrennte auch wieder
einem organisch gegliederten Ganzen anreihen lasse. Erst nachdem dieses geglückt
ist, kann man sich des sicheren und bleibenden Besitzes desselben erfreuen. ^
Berlin, im März 1848.
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